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Exercice 1 : (5 points) '
() =0

1. On considére la fonction g, définie sur R* par :{491 G x(l S

Montrer que ¢, est continue sur R*.

2. pourtout réel x positif th pour tout entier naturel nnon nul ,on pose :
0.0 = [ @,
a)montrer que pour tout entier naturel znon nul, la fonction ¢, est définie et continue
sur R".Donner la valeur de ®,(0) .
b) montrer qu’il existe deux suites (a,, )HEN. et (bn )MN. telles que :

(Vn S N")(Vxe Rf),ga"(x) =x"(a,+b,Inx) etque:

* __ 4, _ bﬂ' s bn
(VHEN)’a””hnH (n+1)’ Etb"”—'icﬂ'

3. calculer b, en fonction de .

=n 1
4. pour tout entier naturel # non nul, on pose :u, :i— ;
1D

B T gl
b) En déduire que :(VneN*) u,<l+lnn.

5. Pour tout entier naturel # non nul ,0n pose :c, =nla, .

a) Montrerque:(vpeN‘)’ J'p+19'_t> 1

a)Montrer que :c, =2-~u, :
b) En déduire que pour tout entier naturel n>2:|c,|<1+1lnn .

c)Conclure que : lim a, =0
h—>+40

d) Montrer que la série de terme général a, est absolument convergente .
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Exercice 2 : ( 5 points)

Pour tout entier 77 non nul, on note /. la fonction définie par :
VxeR,", f(x)=x-nlnx.

i 0 5 | 1. a) Etudier cetts fonction et dresser son tableau de variation.

5 b) En déduire, lorsque n est supérieur ou égale a 3, ’existence de deux réels u, et
v, solution de 'équation f, (x) = 0 et vérifiant 0 < IR B
2.
0.5 a) Montrer que Vn>3, 1 <u,<e.
0.5 b) Montrer que f, (#,41) =In(u,,,), puis en conclure que (u, ) est décroissante.
0.5 ¢) Endéduire que (u,), converge et que limu,_ =1
0.5 d) Montrer que lim In(unl) =1; en déduire que z, 1~ ol
h—»co un i ) 7
0.25 | 3.
a) Calculer limv,
0.5 b) Calculer f, (nln(n)) puis montrer que Vn 23, nln(n) <v,.
| Soit g la fonction définie par  VxeR’, g(x) = x-2In(x).
0.5 ¢) Btudier g et donner son signe. En déduire que VneN’, n>2In(n).
0.5 d) En déduire le signe de J,(2nIn(n) , puis établir que : nln(n) < v, <2n.In(n)
) Montrer que: In(v,) ~ In(n)
0.25 " s

Exercice 3 : (5 points) _
Soit B= (el, &y ) la base canonique de I’espace vectoriel R>.

3 -1 0 10: 10 0 0 0
On considére les matrices : A=| 1 6 1 =101 0 :0=00"0 0
-3 -8 0 0 4] 0 0 0

Onnote f 1’endomorphisme de R’ dont la matrice relativement 2 1a base Best 4 .

id I’'endomorphisme de R’dont la matrice relativement 4 la base Best 7 .

h I’endomorphisme défini par : k= f—3id .

N lamatrice de I’ endomorphisme 4 relativement a la base B .
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0 ~1-0
Wl La) Vérifierque: N=| 1 3 1 Endeduire N> #0:N° =0 .
-3 -8 -3

10.25- b)Montrer quesi.A -est valeur proprede N | alors A1=0 .
0.25 ¢) Etablir que 0 est la seule valeur propre de 4 .

0.25 d) En déduire que f admet 3 pour unique valeur propre .

0.25 | e) Déterminer une base et la dimension du sous espace propre de J associe a la valeur propre 3.

0.5 f) L’endomorphisme £ est-il diagonalisable ? est-il bijectif ?
2. On considére le_s vecteurs de R? .
w=(L-L1); u,=h) ; u, =h(u,) .
0.25 a) Calculer %, et ¥ Vérifier que h(u3)=(0, 0,0) :

0.25| b)Montrer que la famille (#%,,% ) est une base de R’ qu’on notera B' |

025 | c©)Déterminer la matrice N' de % relativement 3 la base B'
o - d) Montrer que la matrice de / relativement 4 Ia base B'est:3/+N'
L aliasesy
3) On considére a matrice P=|-1 -1 0
1 2 -1
a) Montrer que P est inversible et que :
0.25 A=P(3I+N" )P
b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a deux.
0.5 1')‘ Montrer que : 4" = P(31+N")" P
i) Justifier que (N ')3 =
0'_5 En déduire trois réels 4, »b, .¢, telsque : (3/+N V' =a,I+bN'+c, (v ')2
i) Montrer que : A" =a,l+b,N+c,N? |
0.5

Exercice 4 : (3.5 points)
Le plan complexe est rapporte au repére orthonormé ( O,u, v) :

Soit A le point d’affixe z, =—

z' telleque: 2zz'=i(z+2z") .

F' est1'application qui ,& tout point M ,d’affixe z , distinct de 4 ,associe le point AM' @’ afﬁxe

J_
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[ Onappelle 7 et J les points d’affixes respectives :z, =1 et z, =i .
Soit X' le milieu du segment [L7] .
0.25 | 1. a) Déterminer ’affixe zp de K ,

0.75 b) Déterminer les affixes des images des points 7,.J et X par I’application F
0.25 ¢) En déduire que F ne conserve pas les milieux .
0.5 | 2) Déterminer les points invariants par ¥ .
1 ; | i i 1
3)Montrerque : M'= F(M) <> | 2z~ L || z-L |= -2 .
2 2 4
0.75 | 4) En déduire image par # du cercle (C) de centre A et de rayon 1 .

Exercice 5 : (1.5 points)
0.5 1. Montrer que pour tout entier ze N *, n+1et 2n+1 sont premiers entre eux.

I 2. En déduire que n+1 divise C},




